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Abstract. Let M„ be the n! x n! matrix indexed by permutations of &„, 
defined by M„((T, r) = 1 if every descent of is also a descent of a, and 
Mn{(J,T) = otherwise. We prove the following result, conjectured by P. 
Dehornoy: the characteristic polynomial Pn{x) = \xl — Mn\ of M„ divides 
Pri+i{x) in Z[x]. 

Resume. Soit A/„ la matrice n! X n\, indexee par les elements de &„ et 
definie par Mn{rj,T) = 1 si toute descente de est aussi une descente de 
a, et Mn{cr,T) = sinon. Nous demontrons le resultat suivant, conjecture par 
P. Dehornoy : le polynome caracteristique Pn{x) = \xl — Mn\ de M„ divise 
Pn+\{x) dans 7j[x]. 



On note 6„ le groupe symetrique sur n elements. Rappelons qu'une descente 
d'une permutation a G 6„ est un entier i tel que a(i) > a{i + 1). Un recul de a 
est une descente de son inverse cr"^. On note Des(cr) et Rec(cr) les ensembles de 
descentes et de reculs de a. 

Rappelons encore que toute permutation peut s'interpreter comme une tresse 
simple. Une suite finie ((Ti)i=i...i de tresses simples, ou encore de permutations, est 
dite normale si et seulement si, pour tout i < ^, on a 

(1) Rec(crj+i) C Des(o-j) . 

Pour compter le nombre de suites normales de longueur n et en particulier, avoir 
une idee du comportement asymptotique de ce nombre quand n — > oo, Dehornoy 
[31 13] introduit la matrice d'adjacence du graphe dont les chemins correspondent 
aux suites normales : M„ est de dimension nl x n!, avec 



On veut montrer la conjecture suivante [3] : 

Conjecture 1.1. Le polynome caracteristique Pn{x) = \xl — M„| de Mn divise 
Pn+i{x) dans 1i[x]. 

Pour cela, nous allons interpreter la suite de matrices (M„) comme un endomor- 
phisme $ de I'algebre de Hopf FQSym des « fonctions quasi-symetriques libres », 
et exhiber une derivation S qui commute avec <I>. 

2. Interpretation dans les fonctions quasi-symetriques libres 

Rappelons que FQSym est une algebre de Hopf graduee connexe [5], dont une 
base en degre n est formee par des elements Fo-, a G 6n, qui se multiplient par 
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« melange decale », c' est- a- dire, pour a G Sfc et /3 G 6;, 

(3) F„F^= ^7 

7eQLU/3[fe] 

ou P[k] designe le mot dont la ieme lettre est /3i + k, et 111 le produit de melange 
(oil battage) usucl. 

Soit I'endomorphisme de FQSym„ dcfini par 

(4) $(F^)= ^ F.. 

Roc(t)CDcs(ct) 

La matrice de <I>„ dans la base F est la transposee de M„ et la somme directe 
$ = 0„ <&„ est un endomorphisme de degre de FQSym. 

Nous allons construire une derivation 9, surjective, de degre —1, verifiant 

(5) do<^ = <^od. 

L'existence de d verifiant (O entraine la coniecture ll.il En cffet, soit K = kci(d) 
en degre rt et L un supplementaire de K dans FQSym„, de sorte que FQSym„ = 
K (B L. L'endomorphisme <&„ laisse K stable car 9($„(a;)) = $„_i(9(a;)) ct done 
d{x) = entraine 9($„(x)) = 0. Done, sur la decomposition FQSym,j = K (B L, 
la matrice est triangulaire par blocs : 



(6) 



A B 
C 



et ainsi, le polynome caracteristique de $„ est le produit de ceux de A et C, oii A 
est la matrice de la restriction de $„ a iiT et C la matrice de sur le quotient 
FQSym„/i4r. Par surjectivite, FQSym„/7^ est isomorphe a FQSym„_;^, d'oii le 
resultat. De plus, on peut verifier que la divisibilite a bien lieu dans Z[a:], car il est 
facile de calculer explicitement le coefiicient du terme de plus bas degre de P„. 

3. Construction de la derivation equivariante 

Soit CT un element de (3„ et i un entier. On note ct' le mot (n + 1) ■ ct • 0. Soit Ui 
(resp. Vi) la lettre qui precede (resp. suit) la lettre i dans ct' pour i dans I'intervalle 
[l,n]. On note alors 

{+1 si Ui < i < Vi, 
-1 si Ui>i> Vi, 
sinon. 

et deli(CT) le standardise du mot (c'est-a-dire la permutation ayant les inversions 
aux memes places que ce mot) obtenu en supprimant i de ct. Soit d I'application 
lineaire definie par 

n 

(8) d^F„ := sgn,;(CT)Fdoi.(o-) et d -^Yl ' 

1=1 

Lemme 3.1. Soient a G (5„ et t ^ 6m- Pour tout i £ [1, n], on a 

(9) a,;(F,F^) = a,(F,) F^. 
Pour tout i E [n + l,n + m], on a 

(10) 9i(F,F^) =F,a,_„(F^). 
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Demonstration. On reprend les notations utilisees pour definir sgn. Soit i e 
[l,7i]. On va considerer I'ensemble X des mots w du melange decale de tr et r tels 
que sgnj(w) ^ 0. 

• Si Ui < i < Vi, X est I'ensemble des mots du melange decale de la forme 

(11) ...u^iBvi... 

oh B ne contient que des lettres de T[n\. En particulier, tons ces mots ont 
pour image 1 par sgn^, et comme leurs images par del^ est I'ensemble des 
permutations apparaissant dans F^^i.(^^-^Ft-, on conclut la demonstration 
dans ce cas. 

• Si Ui > i > Vi, X est I'ensemble des mots du melange decale de la forme 

(12) . . . UiBivi . . . 

oil B ne contient que des lettres de T[n\. On conclut done comme dans le 
premier cas. 

• Si Ui > i < Vi, X est egal a I'ensemble vide, de sorte que 

(13) 5i(F,F^) = = a,(F,) F^. 

• Enfin, si Ui < i > Vi, X contient les mots du melange decale de la forme 

(14) ...UiiBvi... et ...UiBivi... 

L'image par sgn^ du premier (resp. second) ensemble est 1 (resp. — 1). 
Comme ils ont meme image par application de del^, les paires d'elements 
ayant meme ensemble B apportent une contribution nuUe a 9i(F(jF^), de 
sorte que 

(15) a,(F,F^) = = a,(F,) F^. 

La seconde equation se montre de meme. □ 
On en deduit directement le resultat : 

Proposition 3.2. L'application d est une derivation de FQSym. 

Cette propriete permet maintenant d'obtenir sans difficulte le resultat principal : 



Theoreme 3.3. Les endomorphismes ^ et d commutent. 

Demonstration. Rappelons que si D = {di < ■ ■ ■ < dk} est I'ensemble des 
desccntes d'une permutation a £ 6„, on pent recoder D par la suite d'entiers 
I = id2—di, . . . ,dk—dk-i,n — dk) appelee composition des descentes de a et notee 
/ = C(a). 

Notons alors 

(16) S':= J2 

Rcc(t)CDcs((t) 

Oil / = C(cr) = («!,..., Zfc). II est alors bien connu (c/. f5]) que 

(17) = Fi2..iiFi2..i2 . . . Fi2..ifc . 
Comme d est une derivation, on en deduit que 

(18) a($(F.))=^C7f'5^', 
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ou I'enscmble des /' s'obtient en retranchant 1 successivement a chaque part i de 
/ et ou C\ est egal a la valeur de cette part moins deux. 

On verifie immediatement que ^{d{¥^)) est egal a la meme somme. □ 

Comme I'application d est surjective, on en deduit 

Corollaire 3.4 (Conjecture de Dehornoy). Le polynome caracteristique de Mn 
divise celui de Mn+i- 

4. Remarques 

Les applications ^ et d descendent a divers quotients et sous-algebres de FQSym, 
en particulier aux fonctions symetriques non-commutatives, aux fonctions quasi- 
symetriques et aux fonctions symetriques ordinaires. II est interessant d'observer 
que si on identifie $ a un element de FQSym ® FQSym*, il s'ecrit 

(19) $= ^ (S)F^-i = Y,Ri ® = Jo{A,B)-^ 

_Des(T)CDcs(c7) / 

Oil Jo est la fonction de Bessel non-commutative introduite dans [6] , generalisant la 
fonction de Bessel usuelle et proposant un relevement non-commutatif des identites 
de [U [2]. La commutation de 9 et de $ equivaut a une equation fonctionnelle 
interessante pour son inverse. 
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